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HH_.BERT hat in seinem bekannten Vortrag iiber »Mathematische Probleme«
(Gott. Nachr. 1900) auch die Frage aufgeworfen, ob nur Fundamentalbereiche
~ von Bewegungsgruppen die Eigenschaft besitzen, eine Zerlegung des eukli-
~ dischen n-dimensionalen Raumes R, in kongruente Bereiche zu liefern. Fur
. n— 2, also fiir die euklidische Ebene, ist dies tatséichlich der Fall; mit
~ diesem Problem beschiiftigt sich eine kiirzlich in diesen Sitzungsberichten er-
schienene Arbeit von mir und eine spéter erscheinende Fortsetzung derselben.
Dagegen ist die Frage fiir #» > 2 zu verneinen, wie ich hier an Beispielen
zeigen will.

Ich behandele zunichst den Fall » = 3. Hier liegt der innere Grund
~ fiir die Existenz von Zerlegungsbereichen (d. s. Bereiche mit der Eigenschaft,
daB sich der R, in zu ihnen kongruente Exemplare zerlegen 1i8t), die nicht
Fundamentalbereiche von Bewegungsgruppen des R, sind, ja sogar von Zer-
legungspolyedern von dieser Beschaffenheit, darin, da es mehrfach zusammen-
hiingende Zerlegungspolyeder gibt, die keine Fundamentalpolyeder sind. Ein

solches kann leicht aus dem in

e I Abb. 1 dargestellten Polyeder P ge-
r wonnen werden. P entsteht aus
‘ einer rechteckigen Platte von der

Abb. 1. Dicke @, der Breite 3-a@ und der

Linge 4-0 durch Anbringen eines
Loches und eines Einschnitts. Loch und Einschnitt haben die Form quadra-
tischer Siulen von der Hohe b und mit der Grundkante ¢, und sind so be-
schaffen, daB sie die Breite der Platte in drei und ihre Linge in vier gleiche
flicile teilen.

[ch will zuerst einen Uberblick {iber die Arten gewinnen, auf welche
sich der Raum in Exemplare P zerlegen liBt. Ich kann zunichst aus je
zwei Exemplaren P drei verschiedene einfach zusammenhéingende Zerlegungs-
polyeder P,, P,, P, gewinnen. Zu diesem Zweck bezeichne ich die Achse

3
von P (das sei die Verbindungsgerade der Mittelpunkte der »linken< und
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»rechten« Seitenfliche der Platte, aus der P entstand) mit @, und die Ebene,
die auf @ in dem Punkte senkrecht steht, der von der »linken« Seitenfliche

um .5 »nach rechts zu« entfernt ist, mit £. Die positive Richtung von
2

o v
@ sei die »nach rechts«. Ube ich dann auf P eine Schraubung (+b, i»)
2

mit @ als Achse, mit der Verschiebung + 0 und mit der Drehung durch den
s v
Winkel e oder — -, aus, so fiigt sich offenbar das gedrehte mit dem ur-

spriinglichen Polyeder gerade zu einem Gesamtpolyeder P, zusammen. Ebenso

hitte ich P, erhalten, wenn ich die Schraubung (—b ; i7> ausgefiihrt hitte.

Ube ich dagegen nach der Schraubung (—l-b, i—:—) noch eine Spiegelung

an £ aus, so erhalte ich auf entsprechende Weise ein anderes Gesamtpoly-
eder P,. Fihre ich schlieBlich dieselbe Spiegelung nach der Sehraubung

T
(— (== 2~> aus, so entsteht ein drittes Polyeder P,. In Exemplare P, oder

P, oder P, kann man aber den Raum ersichtlich dadurch zerlegen, daB man sie
zunéichst zu unendlich langen Balken von kreuzfsrmi-
gem Querschnitt (s. Abb. 2) aneinanderreiht. und diese
Balken dann in der in Abb. 2 angegebenen Weise
— und etwa gegeneinander »unverschoben« — zu-
sammenfiigt.

Ich will nun, um unnétige Weitschweifigkeiten hier

zu vermeiden, etwa 0 — i-a annehmen, und dann
Abb. 2. 2

beweisen, dal Zerlegungen des R, in Exemplare P
nur tber Polyeder P, oder P, oder P, moglich sind. Zu diesem Zweck stelle
ich zunichst folgende Hilfsbetrachtung an.

Es sei ein Quader mit den Seitenflichen f/, f.”; £, £ £i5 /. gegeben;
Ji moge f.” gegeniiberliegen (i = 1, 2, 3). Ferner sei eine Anzahl von Poly-
edern p; vorgelegt; jedes p; habe die Eigenschaft, daB seine simtlichen Seiten-
flichen nur drei zueinander senkrechte Stellungen besitzen. Mit diesen p;
sei der Quader liickenlos ausgefiillt, und zwar so, daB £, f."; /.. f.” Begren-
zungen der Fillung darstellen, diese aber iber £, und f,” méglicherweise
hinausragen kann. Ich behaupte, daB dann sfmtliche p; sich in der Fillung
in Normalstellung befinden, d.h. so, daB fir jedes p; die drei Ebenen-
stellungen mit den Stellungen der Seitenflichen des Quaders tibereinstimmen.
Dies ist klar; denn nenne ich fiir den Augenblick eine Kante eine konkave

. . . Tr . . as s .
Kante, wenn sie den Flichenwinkel — in einen zu fiillenden Raumteil hin-
> :

einschickt (wie z. B. die auf f, senkrechten Quaderkanten), so muB ein Poly-
eder p;, von dem eine Kante (teilweise) mit einer konkaven Kante zusammen-
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fallt, offenbar stets N ormalstellung haben, wenn die beiden Ebenen, die die
konkave Kante bestimmen, Normalstellung besitzen. Nun kann ich mir die
Fillung des Quaders schrittweise vorgenommen denken, indem ich ein p,
nach dem -anderen an eine konkave Kante anlagere. Ieh kann von einer
auf f; senkrecht stehenden konkaven Quaderkante ausgehen. Wenn die an
diese grenzenden p; in Normalstellung den Quader noch nicht fiillen, miissen
ersichtlich neue konkave Kanten entstehen, deren Bestimmungsebenen wieder
Normalstellung haben miissen, und mit denen ich dann fortfahren kann. Dies
Verfahren 1iBt sich fortsetzen, bis die Fillung erschopft ist. Damit ist dann
die Behauptung bewiesen .

Aus dieser Hilfsbetrachtung folgt nun, daB das Loch in P (das hier den
zu fiilllenden Quader darstellt) nur durch andere Polyeder P in Normalstellung
gefillt werden kann. Man braucht also nur die zwdlf moglichen Normal-
stellungen von P.daraufhin zu priifen, ob sie das Loch oder einen Teil des-
selben zu fiillen vermdgen. Die vier Stellungen, bei denen die Kanten von
der Linge @ senkrecht stehen (wie in Abb. 1), sind hierzu nicht imstande.
Die vier Stellungen, bei denen die Kanten von der Lénge @ diejenige Rich-
tung besitzen, welche urspriinglich die Kanten von der Linge 3-a hatten,
liefern Fillungen, und zwar zwei davon je zwei, die beiden anderen wegen

R % @ keine. Diese Fiilllungen sind genau die zu den Folyedern P, P il

fihrenden. Bei ihnen wird jedesmal das Loch génzlich durch ein Polyeder
gefiillt. Von den vier letzten Stellungen, bei denen die Kanten von der Linge a
die urspriingliche Richtung der Kanten von der Lénge 4 -0 besitzen, liefern

zwei ersichtlich Fiillungen von Teilen des Loches; da aber wegen b = —‘j—-a

diese Stellungen allein niemals zur ganzen Fiillung fiihren kénnen, und andere
Stellungen nicht in Frage kommen, so ist damit die Behauptung bewiesen,
daB eine Zerlegung des R, in Exemplare P nur iiber Lolyeder ol P & 72t
moglich ist.

Ich will es hier dahingestellt sein lassen, ob moglicherweise bei einer
Raumzerlegung die Polyeder P,, P,, P, gemischt vorkommen kénnen, da ich
die Polyeder P, und P, sowieso gleich ausschalten werde. Jedenfalls kann

nédmlich festgestellt werden, daB die oben geschilderte Zerlegung des R, in

Polyeder P, sofern sie nur iiber Polyeder P, oder nur iiber Polyeder P, er-

folgt, und die Balken etwa »unverschoben aneinandergelagert werden, eine

! Das Wesentliche bei diesem Gedankengang ist das stets erneute Auftreten konkaver
Kanten. Treten nur konvexe Kanten auf (d. h. solche, die den Flachenwinkel 32—7— in den

noch zu fiillenden Raumteil schicken), so werden die Verhiltnisse wesentlich anders, da kon-
vexe Kanten in Seitenflichen weiterer Polyeder liegen konnen. Hierauf beruht die Schwie-
rigkeit der Behandlung der allgemeineren hierher gehorigen Probleme, etwa der Zerlegung des
ganzen Raumes in Polyeder p;, wo der fragliche Satz {iber die Normalstellung falsch wird
(wihrend er in der Ebene stets gilt). - Ein Beispiel dafiir bietet ctwa die regelmiBige Zerlegung
des Raumes in kongruente Wiirfel, wenn man sich diesclbe durch eine Netzebene in zwei Teile
(Halbriiume) zerspalten und den einen Teil durch eine beliebige Bewegung. welche dié Netr-
ebene in sich iiberfiihrt, gegen den anderen verdreht denkt.
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gruppenméBige ist, d. h. eine solche, bei der P als Fundamentalpolyeder er-
scheint. Ich #ndere daher P so ab, daB eine Zusammenfiigung von zwei
Exemplaren P zu P, oder P, unmdglich wird, und nur eine Zusammenfiigung
zu P, moglich bleibt. Dies kann auf mannigfache Weise geschehen, etwa
durch Anbringen von zwei kongruenten Federn von quadratischem Quer-
schnitt an den linken Seitenflichen des Loches und des Einschnitts von P,

v
und von je einer dazu kongruenten und um -~ verdrehten Nut an der rechten
2

Seitenfliche des Loches und an der linken Seitenfliche von P, so wie es
z. B. Abb. 3 angibt, wo nur das Loch (bei fehlender vorderer Begrenzung)
herausgezeichnet ist. Bei 'der
Herstellung der Polyeder P, ver-
spunden sich je eine Feder und
die zugehorige Nut, wihrend Po-
lyeder P, und P, jetzt nicht mehr
moglich sind, und im {brigen
die stimtlichen seitherigen Be-
z trachtungen bestehen bleiben, so
Abb. 3. daB also jetzt nur mehr eine

einzige Zerlegung des Raumes

(abgesehen von einer Verschiebung der Balken gegeneinander) in Exemplare

des neu entstandenen Polyeders P moglich ist.

P ist nun ein Zerlegungspolyeder vom Ringzusammenhang, das nicht
Fundamentalpolyeder ist. Denn iibt man auf ein geeignet gewdihltes Exemplar

: eligh, 3 i Nl s
in der einzigen soeben nachgewiesenen Zerlegungsart die Schraubung | + b, == ——>
- 2

aus, die es in ein anderes Exemplar der Zerlegung iiberfiihrt, so wird dieses
zweite Exemplar durch dieselbe Schraubung sicher micht in ein Exemplar

der Zerlegung iibergehen. Man kann aus P nun aber auch leicht ein ein-
fach zusammenhéingendes Zerlegungspolyeder mit der gleichen Eigenschaft

gewinnen. Zu diesem Zweck ist nur notig, P durech einen ebenen Schnitt,

dessen Ebene durch die Achse @ von P geht und auf der Grundfliche der
rechteckigen Platte, aus der P entstand, senkrecht steht, in zwei kongruente

einfach zusammenhingende Polyeder P, zu zerteilen. Dieser Schmitt ist in
Abb. 1 angedeutet. P, ist nun allerdings wieder F undamentalpolyeder, denn
bt man auf ein Exemplar die Schraubung (4 20, == #) aus, und fugt man
das so entstehende Exemplar mit dem urspriinglichen zusammen, so liBt
sich der Raum ersichtlich in Exemplare des so entstandenen Gesamtpolyeders
wieder gruppenmiBig zerlegen. s bleibe auch wieder dahingestellt, ob man
nicht etwa noch auf ganz anderec Weise den Raum nunmehr in Polyeder P,
zerlegen kann. Man kann jedenfalls die sich auf P griindende Ausgangs-
zerlegung, durch welche P, eben definiert wurde, als einzig mogliche wieder
dadurch erzwingen, da man zwei Exemplare P,, die zusammen P ergeben,
etwa erneut verspundet. Dies kann beispiclsweise (um jede weitere Mog-
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lichkeit a priori auszuschlieBen) dadurch geschehen, daB man sich dic » linke «
der beiden in Abb. 1 gezeichneten Schnittflichen von P durch die Achse @
in zwei kongruente Rechtecke! geteilt denkt, und daB man am » hinteren «

Exemplar P, mit dem Mittelpunkt des »oberen« Rechtecks als Zentrum der
Grundfliche einen (gentigend kleinen) Zapfen von der Form eines geraden
(etwa regelmiiBig dreiseitigen) Prismas »nach vorne« anbringt®, wihrend der
kongruente Zapfen vom Mittelpunkt des unteren Rechtecks aus am » vorderen «

Exemplar P, »nach hinten« angeheftet werden muB. Umgekehrt sind dann
an beiden Exemplaren die zu den Zapfen gehorigen Nuten auszusparen. Dann
sind die beiden Exemplare immer noch kongruent (vermoge einer Drehung

um & durch den Winkel 7), ein Exemplar P ist ein einfach zusammenhéngendes
Zerlegungspolyeder, es ist nur eine einzige Zerlegung (im fritheren Sinne)

moglich, und in dieser Zerlegung erschéint P nicht als Fundamentalpolyeder.
Es gibt im R, also Zerlegungsbereiche, die nicht Fundamental-
bereiche von Bewegungsgruppen sind.

Ieh will nun noch kurz zeigen, daB es tiberhaupt in jedem i )
Zerlegungspolytope gibt, die nicht F undamentalbereiche von Bewegungsgruppen
sind. Ich beweise néimlich, daB diese Behauptung fiir den R, richtig ist,
wenn sie fir den R, _, gilt, und fiir den E, habe ich sie eben bewiesen.

Zu diesem Zweck stelle ich folgende Betrachtungen an: Ts sei eine
Zerlegung der Ebene in kongruente Bereiche vorgelegt. Dann kann ich daraus
eine Zerlegung des Raumes in kongruente Bereiche gewinnen, indem ich
tiber jedem Bereich der ebenen Zerlegung als Grundfliche die (etwa gerade)
beiderseits unendlich lange Siule errichte, und die Folge dieser Siulen durch
dquidistante und zu der Ausgangsebene parallele Ebenen schneide. Ich kann
die so gewonnene Raumzerlegung noch dadurch abiindern, daB ich die ein-
zelnen Siulen beliebig gegeneinander (in ihrer Richtung) verschiebe. Tm all-
gemeinen wird es wohl auBer den eben genannten noch andere Zerlegungen
des Raumes in Exemplare des so gebildeten riumlichen Bereichs geben. Auch
hier kann ich jedoch die geschilderten Zerlegungen allein wieder durch ge-
eignete Verspundung der Siulenbausteine erzwingen. Iech nehme an, daB
der riumliche Bereich »sehr lang« sei, und bringe auf seiner Deckfliche in
der Saulenrichtung einen » geniigend langen« und »sehr diinnen « Zapfen von
beliebigem Querschnitt an, und auf seiner Grundfliche eine dazugehorige
(durch Parallelverschiebung in der Saulenrichtung um die »Hohe« des rium-
lichen Bereichs) kongruente Nut. Es ist klar, daB durch geeignete Wahl der
Lénge, der Dicke und des Querschnitts des Zapfens und der Nut stets er-
reicht werden kann, daB die Siulen bei der Zerlegung zwangsliufig entstehen,
und daB dann die oben geschilderten Zerlegungen die einzig moglichen sind.
Nun sind, wenn die Zerlegung der Ausgangsebene keine gruppenméifige war,

! Wenn hier von »Rechtecken « gesprochen wird, wird im Augenblick nicht an P, sondern
an P gedacht.

> Man kann natiirlich anch mit geeignet gewiihlien Quadern in entsprechender Weise
verzapfen und zum Nachweis der Einzigkeit der Zerlegung dann direkt wieder den Hilfssatz
von S. 151 anwenden.
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auch diese Raumzerlegungen keine gruppenmiBigen. Denn dann existiert
eine durch die ebene Zerlegung definierte Bewegung der Ebene in sich, die
ein Exemplar des ebenen Zerlegungsbereichs sicher nicht in ein anderes solches
Exemplar iberfihrt, und damit existiert dann auch eine riumliche Bewegung
(eine Bewegung, die durch die Raumzerlegung definiert ist, und aus der
ebenen Bewegung durch Komposition mit einer Parallelverschiebung in Richtung
der Stulen hervorgeht), die eine ganze Siule der Raumzerlegung sicher nicht
mit einer anderen solchen Siule, und damit jeden ihrer Bausteine sicher mit
keinem anderen Zerlegungsbereich zur Deckung bringt.

Die gleichen Uberlegungen gelten  offenbar, wenn man statt von der
Ebene von einem R, , ausgeht, und auf entsprechende Weise aus einem
Zerlegungsbereich des R, , einen solchen des R, gewinnt, und man kann
noch hinzufiigen, daB der Zerlegungsbereich des R, ein Polytop sein wird,
wenn es derjenige des R,_, war', und daB das erstere Polytop einfach zu-
sammenhéngend sein wird, wenn das letztere einfach zusammenhingend war.
Ist demnach das Zerlegungspolytop des R,_, so beschaffen, daB keine mit
ihm mogliche Zerlegung gruppenmiBig ist, so ist auch keine der moglichen
Zerlegungen des R, in Exemplare des abgeleiteten Polytops gruppenmiBig.
Ist also das urspriingliche Polytop kein Fundamentalpolytop, so ist auch das
abgeleitete kein solches. Aus dem vorhin fiir den R, konstruierten Polyeder P
kann man also fiir jeden R, (n > 3) ein einfach zusammenhingendes Zex-
legungspolytop ableiten, das kein Fundamentalpolytop ist. Es gibt mithin
in jedem R, (n>3) Zerlegungsbereiche, die nicht Fundamental-
bereiche von Bewegungsgruppen sind.

! Und wenn als Zapfenform ebenfalls ein Polytop gewihlt wird.

Ausgegeben am 18. Juni.

Berlin, gedruckt in der Reichsdruckerei.
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